Les coniques

= D finition

On consid re
-un nombre r el € >0,
- dans le plan, un point F et une droite d ne comprenant pas F.

Une conique I est le lieu g om trique des points P du plan dont la distance F gale le produit de leur distance
dparler ele.

I'={Pen:dPF) =€c.d@Pd} quation focale

remarques:

- F est le foyer de la conique

- d est la directrice de la conique (associ e F)

- €est ['excentricit de la conique
Les ellipses sont des coniques dont l'excentricit est < 1
Les paraboles sont des coniques dont I'excentricit est = 1
Les hyperboles sont des coniques dont l'excentricit est > 1

= Axe de sym trie

= Pour toute conique I" de foyer F et de directrice associ e d, la droite m passant par F, perpendiculairement d est un axe de sym trie de I'.

Hypoth ses :
Soit P, un point quelconque de I
Soit P', le sym trique du point P par rapport la droite m
Th se:
I faut montrer que P' est un point de I
D monstration:
- puisque les sym tries orthogonales conservent les distances,
d(P,d) =d(P',d) et d(P,F) = d(P'F)
- puisque P est un point de la conique, on a
d(P,F) =€.d(P,d)
-on a alors
dP',d) =edPd)
et donc P' est aussi un point de I

remarque :
- la droite m, men e par le foyer F et perpendiculaire la directrice d est ' axe focal de la conique.
- les points d'intersection de la conique et de son axe focal sont les sommets de la conique.
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m Propri t s des sommets

m  Toute conique de foyer F, de directrice associ e d, d'excentricit € et d'axe focal m
poss de un et un seul sommet S situ sur m et compris entre F et d.

- soit la conique de foyer F, de directrice d et d'excentricit € ;
- soit 1'axe focal m;
- soit le point D, intersection de m et de d

supposons que la conique et I'axe focal aient un point commun X situ entre D et F.
xel
d(X,F) = ed (X,d)
d(X,F) = €d (X, D)
XF = €.XD

XF = —€.XD
XD+ DF = —€.XD
(1+€).XD = FD

DX = — DF
1+€
cette quation n'admet qu'une seule solution, il n'existe donc qu'un seul point X (not §;) commun la conique et
l'axe focal situ entre D et F. C'est un sommet de la conique.

En particulier,
SF < SD si0<e<1
SF = SD sie=1
SF > SD sie> 1
ellipse (0 < e < 1): €= %
D 51 F
parabole: e=1
D 51 F
hyperbole (€ >1): €=2
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= Toute conique de foyer F, de directrice associ e d, d'excentricit € et d'axe focal m
poss de un et un seul sommet S situ sur m et non compris entre F et d
SSle+ 1.

- soit la conique de foyer F, de directrice d et d'excentricit € ;
- soit 1'axe focal m;
- soit le point D, intersection de m et de d

supposons que la conique et 1'axe focal aient un point commun X non situ entre D et F.

d(X,F) = ed(X,D)

5
5

= ¢.XD
XD + DF = €.XD
(1—€).XD = FD

=]

DF = (1 — ¢ DX
dans cette quation, il faut que € # 1. En effet, si € = 1, alors DF=0etD = F, ce qui est contraire lad finition de
foyer et de directrice associ e.

. =~ _ 1 mm
si€+ 1, alors DX = — D

cette quation n'admet qu'une seule solution, il n'existe donc qu'un seul point X (not ;) commun la conique et
l'axe focal et non situ entre D et F. C'est un sommet de la conique.

ellipse (0 < e < 1): €=

DO | =

hyperbole (e >1):: €=2
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= L'axe focal d'une conique de foyer F et de directrice d coupe cette conique
-enun seul point S situ entre Fetd, gale distance entre F et d SSI la conique est une parabole
- en deux points §; et S, SSIla conique est une ellispe (0 < € < 1) ou une hyperbole (¢ > 1). Dans les deux cas, §; est compris entre F et d et §, ne 'est pas.

m  Toute conique admettant 2 sommets sur l'axe focal a un foyer
- compris entre les sommets si 0 < € <1
- non compris entre les sommets si € > 1

= Position du milieu des sommets
Pour toute conique admettant 2 sommets S; et S, sur I'axe focal et de foyer F,
si O est le milieu de [S; , S,]

alors

OF = €08,

et

0S;, = 0D
S;F=-€.5D et SF=€.5D
$,0 + OF =- €.(5,0 + OD) 1)
et
5,0 + OF = €.(5,0 + OD) )

additionnons membre membre
$,0 + OF +5,0 + OF = € (-5, 0- OD+5, O + OD)
2 OF = € (205))
OF = € 0,
et donc
OF = € 0S;
reprenons les galit s (1) et (2) et soustrayons membre membre
510+ OF-5,0-0F = € (-5, 0~ OD~ 5,0 — OD)
2 5,0 = € (—20D)
0S, =€ OD
et donc
0S; =eOD
ellipse (0 < e < 1): €= %
s1 F 0 _S2
hyperbole (e >1): €=2

52 ] ‘ 51 F
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Equation r duite d'une parabole

Dans un rep re orthonorm du plan;
soit le param tre p de la parabole, distance du foyer F la directrice d,
on place le sommet de la parabole ['origine

on a alors le foyer F : (%, 0) et la directrice d = x = TP

le point D a pour coordonn es (_2_p’ 0)

L]

(p=2)

(]
%]
e
=}

i
e

F={Pen:dPF) =ec.d®Pd)
P:(x,)
F={Pen:(x—§)2+y2=e(x+§)2}

F={Pen:y"=2px}
quation r duite de la parabole de param tre p

exemple : Donner une quation focale et r duite de la parabole de foyer F (5, 0) et de directrice d : x = -5.
(x =57+ =(x+5)
Apr s simplification, on obtient

20x=9*
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® Autres quations r duites de la parabole

1. la parabole I" de param tre p >0, de foyer F (_z—p, O) et de directriced = x = 123
apour quation y*=-2pux.

Son sommet est le point S:(0,0) et son axe focal I'axe x.
3] d

2. la parabole I de param tre p > 0, de foyer F (0, 12—)) et de directriced= y = —2_p
apour quation x*=2pyouy= %.

Son sommet est le point S:(0,0) et son axe focal l'axe y.
24

3. la parabole I" de param tre p >0, de foyer F (0, _Z—p) et de directrice d= y = 12—)
apour quation x*=-2pyouy= ;—i.

Son sommet est le point S:(0,0) et son axe focal I'axe y.

1
T

d
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7

Pour les paraboles y* =5 x et x* = 4 y, d terminer le sommet, I'axe focal, le foyer et la directrice + dessin
Donner une quation r duite des paraboles de sommet (0,0) et

a) de foyer (0,-1)

b) de directrice y + 5 = 0

¢) d'axe focal x = 0 et passant par P:(3,-4)
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m Equations r duites d'une conique centr e

On pose OS; =a et OF=c. On choisit un rep re orthonorm tel que l'origine est le point O, milieu de [, §,], l'axe des

abscisses est 1'axe focal m et I'axe des ordonn es est la perpendiculaire m comprenant O.

On a alors
0:(0,0)
$1: (a,0)
F:(c0)

comme OF = e0Sy,0ona € =

IS ESY

SN N N 2
etcomme OS; =€ OD,ona OD = “7

aZ
etdonc d= x= -

Recherchons maintenant I' quation r duite:

I'={Pen|d@PF) =e€.dPd)
2 2\2
F={P(x,y) |(x—c+y*= ;—z(x—“;)}
_ ° Ly

F—{P(x,y) ;'Fm— 1}
FE§+ Zyzz—l

a —c
Pour l'ellipse,

0<e<1<:>0<2<1
= a*>c?
—Sat-c*>0
aussi, on pose b* = a* — ¢? avec b >0

b=y a*-c*

L' quation r duite peut alors s' crire

2

o

r =1

&le

+

s

ou encore
F=R2+dy = @b
Pour I'hyperbole
e>1 e 2 >1
— 0<a<c
S cd-a*>0
aussi on pose b* = > — a® avec b >0

ou encore
I=b*x*-a*y* = a® b?



