R ciproque d'une fonction

m Introduction

R soudre les quations suivantes:

a)
2x+1=2

=
x=1
)
. , 1
En consid rant la fontion f(x) =2 x + 1, on peut regarder I' nonc sous la forme f(x) = f (E)
et on obtient comme solution x = %

Graphiquement, cela revient chercher le(s) point(s) du graphe de f qui ont comme abscisse 2.
3

-4 -3 -2 —1/ 1 2 3 4
1L

x=2oux=-2

De lam me mani re, en consid rant f(x) = x% ona f(x) = f(2) ou encore f(x) = f(-2).
On remarque que l'implication f(x) = f(2) = x =2 est fausse!

Graphiquement, on voit qu‘ilsy a deux points du graphe ayant comme abscisse 4.

—1L

L'implication sinx = sina = x = a est donc bien s r fausse!!

m D finition
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La relation r ciproque d'une fonction f est la relation qui unr el x fait correspondre y tel que f(y) =x

Pour une fonction d finie y = f(x), on voit que la d finition de la r ciproque, f(y) = x, est obtenue en permutant x et y.

exemple: f(x)=2x+1 relation r ciproque
X ) X1y
-1(-1 -1|-1
01 110
;|2 2| ;3
1|3 311
2 15 5|2

On remarque qu'il existe une sym trie entre les deux graphes et que la relation r ciproque de 2 x + 1 est une fonction.
Comment lad terminer? En permutant x et y.

y=2x+1

on permute x et

x=2y+1

on essaie d'isoler y

y=x-1)/2

La relation r ciproque de la fonction y = 2 x + 1 est donc la fonction y = ’2—6 - %
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exemple: f(x) = x? relation r ciproque
X |y X1y
-2 |4 4 -2
-1|1 1]-1
010 00
1|1 1)1
2 |4 412
4 -
f(x):XZ y=x
3L
2L
1L
. I
1L
2L

Lar ciproque de x? n'est pas une fonction. En effet, x = 4, elle fait correspondre 2 r els: 2 et -2.

D terminons une expression alg brique de la r ciproque
y=x

on permute x et

x=y*

y'=

X
p=+vVx

D terminer la relation r ciproque de ces fonctions. Cette relation est-elle une fonction? Justifier.

f@ =535
flx)=4—x°
fx)=a?—4x+3

flx)= Vx  !domaine de d finition

m Propri t

Le graphe cart sien de la relation r ciproque d'une fonction f est I'image du graphe de f par la sym trie orthogonale d'axe
y=x.

A quelle condition la r ciproque d'une fonction est-elle une fonction...?

m D finition

Une fonction f est injective (est une injection) si des x r els diff rents ont des images diff rentes.
f est une injection SSIV x1, x, edom f: x1 £ 2= f(x1) # f(x3)
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En'utilisant la contrapos e de la d finition, on peutr crire

[ est une injection SSI'V x1, x, €dom f: f(x1) = f(x) = a1 = x,
Pour montrer qu'une fonction n'est pas injective il faut montrer que

dxy, %, edom f:x; # x; et f(xp) = f(x3)

f(x) = x? n'est pas injective. En effet, prenons x; = 2 et x, = —2.

2

Nous avons alors f(x;) =4 = f(x;), ce qui montre bien que x* n'est pas injective.

f(x) =2x+ 1 est injective.

Vx,xeR: flx)=f(xy)
2x;+1=2x,+1
2x1=2x,

X1 =X

De lam me mani re, montrer que f(x) = cos x n'est pas injective.

m Propri t
Lar ciproque d'une fonction f est une fonction SSI f est une fonction injective.

remarque: Si la relation r ciproque d'une fonction f est une fonction, elle est not e 1.

. 1
Notation ne pas confondre avec 7 !

m Propri t §

Si f est une fonction injective et f~! sa fonction r ciproque,
a) dom f = im !

b) im f = dom f~!

VYxedomf: (fof)x)=x

d)Vxedom f: (fof)(x)=x

m D riv e d'une fonction r ciproque

Pour rappel, (f 0 8)' ()= (f'08) (). ' (%)

exemple: (sin3x)' =cos3x.(3x)'=3cos3x
Soit f, une fonction injective et f~! sar ciproque.

Nous avons ¥ x € dom f~1: (fo f7') (x) =x

etend rivant membre membre,

(fof) @=x'
(flof M @.(f @) =1

et donc

_ i 1
()= (Fof)@
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Exercices (solutions disponibles sur demande)

3x—1
x+1 "

1. Soit la fonction f(x) =

a) Dessine le graphe de f

b) Cette fonction est-elle injective ?

¢) Sinon, d termine la plus grande partie de R sur laquelle la restriction de f est injective.
d) Si oui, d termine une expression analytique de la r ciproque.

2. Soit la fonction f(x)=V3—-2x +1.

a) Dessine le graphe de f.

b) Montre que cette fonction est injective.

¢) D termine une expression analytique de 1.
d) Dessine le graphe de /.

e) D termine dom f, im f, dom f~1, im f~1.

3. Soit la fonction f(x) = x* — 4 x.
a) Dessine le graphe de f.
b) Cette fonction est-elle injective ?
¢) D termine une partie A de R, la plus grande possible, sur laquelle une restriction g de f est injective.
d) D termine une expression analytique de la r ciproque g~ de g.
e) Dessine le graphe de g et g1,
f) D termine dom g, im g, dom g™, im g .
g) Les propri t s suivantes sont-elles v rifi es ?
-Vxedomf:(glof)@x)=x
-V xedomg': (fog!)@)=x



